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曲面や部分多様体を調べる上で、Gauss 写像は重要な役割を果たしており、対象に応じて様々な「Gauss

写像」が定義されている。その一つとして、球面 Sn+1 の (向き付けられた) 超曲面 Mn の各点に対して、

Rn+2 における位置ベクトルと球面内の単位法線ベクトルで張られた、Rn+2 内の実 2-平面を対応させること

により、Mn から oriented real 2-plane Grassmannian G2(Rn+2) へのガウス写像 g が B.Palmer [7] によっ

て定義された。このとき、ガウス写像の像 g(M) は G2(Rn+2) 上の標準的な Kähler 計量に関してラグラン

ジュ部分多様体になっていて、盛んに研究されている (cf. [2])。

複素射影空間 CPn の実超曲面 M2n−1 の各点 x に対して、その点と単位法線ベクトルに寄って定まる

Cn+1 内の 2-plane を g(x) とすると、M のガウス写像 g : M2n−1 → G2(Cn+1) が定義される。

複素射影空間 CPn の実超曲面 M2n−1 は、その構造ベクトル場 ξ が M の shape operator の固有ベクト

ルの時、ホップ超曲面であるという。これに関して、Cecil-Ryan の結果 [4] がある: (i) CPn 内の複素部分多

様体上の tube となっている実超曲面はホップ である。(ii) 逆に、CPn 内の ホップ超曲面で、「(ξ の (一定)

主曲率に対応した) focal map の rank が一定」という条件を満たすものは、CPn のある複素部分多様体上の

tube である。関連して、Borisenko の研究 [3] もある。ちなみに、CPn の等質超曲面 [8] は全て ホップ で

ある。

G2(Cn+1) は 2つの重要な幾何構造を持っている: (i) ケーラー構造、(ii) 四元数ケーラー構造。G2(Cn+1)

の部分多様体 Σ は、四元数ケーラー構造を定義する G2(Cn+1) 上の bundle のある section (概複素構造)で

不変の時、概エルミート部分多様体という。さらに、その section と反可換な section については、部分多様

体の接空間が法空間に写されるとき、全複素部分多様体という。四元数ケーラー多様体の概エルミート部分多

様体については、全複素部分多様体であることと、ケーラーであることは同値である [1]。

定理 [6] M2n−1 を CPn の実超曲面とし、g : M2n−1 → G2(Cn+1) をそのガウス写像とする。(i) M が非

Hopf のとき、g は immersion である。(ii) M がHopf 超曲面の時、g(M) は G2(Cn+1) の半分次元の全

複素部分多様体である。

時間が許せば、逆構成についても述べたい。

注 G2(Cn+2) の全複素部分多様体について、最近ツイスター理論を用いた研究を塚田氏が行なっている [9]。

また、複素双曲空間内の実超曲面についても、一部同様の結果が得られている [5]。

∗ 本研究は科研費 (課題番号 24540080)の助成を受けたものである。
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